Modélisation et régulation
d’'un pendule inversé

Freddy Mudry

L’institut d’Automatisation industrielle (iAi) de l'eivd a étudié et réalisé un
pendule inversé pour les besoins du laboratoire de régulation automatique. Le
document qui suit présente ’analyse, la synthese et les résultats obtenus en
simulation et expérimentalement.
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Modélisation et régulation
d’'un pendule inversé

1 Introduction

Dans le domaine scientifique et celui de 'enseignement, ’automatique a souvent recours a
des cas d’études particuliers, qui sont représentatifs de grandes classes d’applications, et
dont le caractere spectaculaire est confirmé. De plus, avec ’expérience, la connaissance de
ces cas s’est affinée et ils fournissent aujourd’hui une base idéale pour comparer de fagon
valable les avantages et les inconvénients d’approches différentes. Le pendule inversé est
un de ces cas-types.
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F1c. 1: Vue d’ensemble du pendule inversé de 1'eivd

Depuis plusieurs années, le laboratoire d’automatique de ’eivd développe des expériences
a vocation didactique sur le théeme de la régulation : bille se déplagant sur une regle
inclinable, réglage de ’'altitude d’une spheére par un flux d’air variable, sustentation ma-
gnétique, pendule inversé.

Dans le cas de ce dernier, c’est une version médiane en terme de complexité qui est
présentée ici : le pendule tourne librement autour d’un axe horizontal solidaire d’un
chariot se déplagant sur un rail. La longueur du pendule est de 40 cm et celle du rail de
153 cm.

La solution adoptée passe par une régulation en temps réel sous Windows NT. L’algo-
rithme implémente un systeme de régulation multivariables, dimensionné selon la théorie
des modeles d’état.
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2 2 EQUATIONS DU SYSTEME

2 Equations du systeme

2.1 Equations du balancier

Les variables et parametres utilisés sont présentés dans le tableau 1 et illustrés par la
figure 2.

Partant des lois de la dynamique, on montre aisément (voir section 7.1) que ’ensemble
chariot-balancier est régi par les équations suivantes :

B(t) = fjb sin(p(t)) — fjb B(t) + ;’Lb (1) cos(p(t)) (1)
B0 = ey IR (0 cos(p(0) - 620 sinlels))  (2)
|
o |
|
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|
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F1G. 2: Pendule inversé

2.2 Linéarisation des équations

Considérant que l'angle () reste petit par rapport & 1 radian et que les termes non-
linéaires peuvent étre négligés, on obtient le modele linéaire suivant :

B(O) = o (1) - 4f}b B(0) + 5 (D) (3)
i) = =T + m B0+ e @)
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’ Parametres ‘ Unités Description
Ly m longueur du balancier
mp kg masse du balancier
Meh kg masse du chariot
Mer kg masse de la courroie
Mee kg masse du chariot et de la courroie
Jp kg - m? inertie du balancier par rapport & son c.d.g.
fo N -m/(rad/sec) frottement du balancier
fee N/(m/sec) frottement du chariot-courroie
o(t) rad position angulaire du balancier
x(t) m position longitudinale du chariot
F(t) N force appliquée au chariot

TaB. 1: Variables et parametres du pendule inversé

2.3 Equations du systeme d’entrainement

Le systeme d’entrainement comprend un moteur & courant continu, son amplificateur,
deux poulies (P, P») formant le réducteur et deux poulies de renvoi de la courroie
(P37 P4)

Py F() Py
O ()=

P

i(t)

Jm
Py
Om

FiG. 3: Systeme d’entrainement

Les variables et parameétres utilisés par la suite sont présentés dans le tableau 2 et illustrés
par la figure 3. Une photographie du systéme d’entrainement est donnée a la figure 4.

L’équation du mouvement de rotation du moteur s’écrit :
) T
Jom(t) =D Ci(t) = KoK u(t) — Nf” F(t) (5)

avec
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Fi1G. 4: Vue détaillée de ’entrainement : moteur, réducteur & courroie et chariot

Parametres | Unités | Description |
W, rad/sec vitesse de rotation du moteur
W rad/sec | vitesse de rotation des poulies Py
Tk m rayon des poulies Py
K, AV gain de 'amplificateur
K, N-m/A constante de couple
N - rapport de réduction ro/71
Im kg -m? inertie du moteur
Ji kg - m? inertie des poulies P
Jo kg-m? | inertie totale rapportée au moteur
u(t) Vv tension fournie par le régulateur

TAB. 2: Variables et parametres de ’entrainement
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2 EQUATIONS DU SYSTEME 5

Jo+ J3+ Jy

(6)

Comme les accélérations longitudinale du chariot et angulaire du moteur sont reliées entre
elles par I’équation suivante :

bm(t) = N sa(t) = ii(t) (7)

on peut calculer la force F(t) appliquée au chariot par I'intermédiaire de la tension de
commande u(t) :

2
Ft) = —Nrg']o #(t) + M;Km u(t) (8)

2.4 Equations linéaires de I'’ensemble

Les équations linéaires (3), (4) et (8) décrivant l’ensemble du systéme sont réunies ci-
dessous dans une écriture allégée :

() = +agp(t) — a1 @(t) + ani(t) 9)
() = —Gi(t)+ B2¢(t) + B3 F(2) (10)
F(t) = —7&(t) +yu(t) (11)
avec :
_ 3 _ [ _ 3
ap = Tgb o] = ﬁ a9 = TLb
p— CcC B L P 1
ﬂl - mc{erb 62 - 2(mnzs+l;nb) 63 T Meetmy
2
I

La résolution de ce systéme différentiel permet d’écrire les accélérations @(t) et Z(t) par
rapport aux autres variables. On obtient ainsi la forme canonique du systeme différentiel :

P(t) = ao @(t) + az o(t) + agai(t) + bou(t) (12)
Z(t) = aa1o(t) + a2 9(t) + agad(t) + by u(t) (13)
avec
a21 = 12%3%%%31 422 = ;—acig(,éjf%ziri 424 = l—a_zgnglﬂsn
a1 = l—a:,é)zﬁ-iz-ﬂm/l a42 = 1—04_2321-?-253’71 44 = 1—a2z32-1i-ﬁ3’71

by = 203372
1—azf2+B8371

_ B37v2
by = 1—azB2+B8371
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6 4 REGULATEUR D’ETAT

3 Représentation d’état de I'’ensemble

Le systeme considéré ici peut étre décrit par quatre variables d’état qui sont les positions
et vitesses du balancier et celles du chariot. Définisssant le vecteur d’état et sa dérivée :

() p(t)
N 0] oy — | €@
X(t) = (1) X(t) = (1) (14)
i(t) E(t)
on obtient la description d’état suivante :
Xt)=A-X(t)+B-u(t) (15)
avec :
0 1 0 O 0
| a1 a2 0 as | b
A= 0o 0 0 1 B= 0 (16)
agnr as2 0 agy by

et les coefficients aji et b; tels qu’ils ont été définis dans la section 2.4.

3.1 Valeurs numériques des parametres

Les parametres du pendule inversé de 1’eivd ont été mesurés, calculés ou déterminés
expérimentalement. Leurs valeurs sont données dans le tableau 3. Prenant en compte
ces valeurs, 'ensemble du systeme entrainement-chariot-balancier est alors décrit par la
représentation d’état suivante :

S(t) 0 1 0 0 o(t) 0
t) | | 404 —0217 0 —1.54 o(t) 50.0
it || o 0o 0 1 w0 | T o |v® (17)
#(t) 0.959 —0.005 0 —0.411 0 13.3

4 Régulateur d’état

Le régulateur d’état est un régulateur linéaire fournissant un signal de commande u(t)
proportionnel & chacune des 4 variables d’état décrivant le systéme :

)
ut)=-K-X=-( K, Ky K, K; ) i)) (18)
)

Le vecteur-ligne K contient les gains associés a chaque variable d’état. D’un point de
vue classique, on constate que ce régulateur d’état est en fait un double régulateur
proportionnel-dérivé utilisé pour régler 'inclinaison du pendule avec ¢(t) et p(t) et régler
la position du chariot & I'aide de z(t) et @(t).
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4 REGULATEUR D’ETAT 7

’ Balancier ‘ Chariot-Courroie ‘ Poulies ‘ Entrainement ‘
my = 0.095 [kg] Mep = 0.195 [kg] | 71 = 0.008 [m] K,=1 [é]
Ly, = 0.40 [m] Mo = 0.045[kg] | 72 =0.040[m] | K, = 0.0525 |2 ]
Jp=1.30-1073 [kgm?] | mec = 0.240 [kg] | 73 = 0.027 [m)] N=5
£, =103 [mfg/@ec] fo=0.3 [mjV} rq = 0.027[m] | Jo = 1.36- 1075 [kgm?]

TaB. 3: Valeurs numériques pour le pendule de ’eivd

4.1 Critéres d’optimisation pour le régulateur

La synthese du régulateur se fait en minimisant les écarts quadratiques de 'angle et de
la position longitudinale ainsi que ’énergie mise en jeu pour déplacer ’ensemble chariot-
balancier. Ceci nous conduit & définir des coefficients de pondération pour chacune des
positions et vitesses et pour le signal de commande.

La fonction & minimiser est alors la suivante :

J(Q, R) :/OOO (X' QX(H) + R-u?(1)) di (19)
avec
Q, 0 0 0
o-| Ve 2 -
0 0 0 Qi

Pour fixer les coefficients de pondération, on a adopté les critéres suivants :

1. Pamplitude du débattement angulaire n’est pas trés importante,
2. le déplacement du chariot sur le rail doit étre limité,

3. on ne se préoccupe pas de limiter les vitesses atteintes,

4

. le signal de commande u(t) ne doit pas étre trop grand.

Fort de ces considérations, on a choisi les pondérations suivantes :

O

I
o O O
o o o o
o oo O
o O O O

=y

I

—_

—

[\)

=

~—
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8 4 REGULATEUR D’ETAT

4.2 Gains du régulateur

L’utilisation de l’algorithme LQR (Linear-Quadratic-Regulator) pour la recherche des
gains optimums est d’une grande efficacité. Une fois les coefficients de pondération @ et
R fixés, on obtient les gains du régulateur d’état :

K, = —4.98[V/rad
Ky, = —0.78[V/(rad/sec)]
K, = +2.24[V/m)]

[

K; = +141[V/(m/sec)]

On remarque immédiatement les signes différents appliqués aux variables angulaires et
longitudinales. On voit ainsi que le régulateur d’état obtenu introduit une réaction néga-
tive sur ¢(t) et ¢(t) et une réaction positive sur x(t) et ().

Il est intéressant de relever que c’est la boucle d’asservissement angulaire qui stabilise le
systeme alors que la boucle d’asservissement du chariot seul est instable.

4.3 Comportement temporel en boucle fermée

L’analyse du systeéme asservi se fait en introduisant le signal de commande (équ. 18) dans
la description d’état (équ. 15). On obtient alors :

Xt)=A-X(t)+B-u(t)=A-X(t)-B -K-X(t)

L’état du systéme bouclé est donc décrit par

X(t)=(A-B-K) X(¢) (22)

On y trouve une nouvelle matrice d’état

Apr=A-B-K (23)
qui décrit le systeme bouclé. Tenant compte des valeurs numériques, cette matrice vaut
0 1 0 0
Ave — —220 —-39.7 112 70.9
bE 0 0 0 1

—68.5 —104 29.8 189

Les valeurs propres de la matrice Apfs représentent les poles du systéme asservi qui valent :

pro = —6.99+ j3.71
psa = —3.41+j2.43

On sait qu’a chaque paire de poles complexes conjugués sont associés une constante de
temps 7, une pulsation d’oscillation wj, et un coefficient d’amortissement ¢ définis comme
suit :

Re (p.1)
Dk,
Dans notre cas, cela conduit & des coefficients d’amortissement de 0.88 et 0.81 et des
constantes de temps valant 0.14 et 0.29 secondes. On peut donc s’attendre & un régime

transitoire d’environ 1.5 seconde.

(24)

1 .
Pkl = —— £ jwp, ¢= |
T
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4.4 Régulateurs Proportionnel-Dérivé

Comme on I’a dit plus haut, les gains du régulateur d’état correspondent & des régulateurs
de type proportionnel-dérivé pour les positions angulaire et longitudinale. Le signal de
commande u(t) peut donc étre considéré comme la somme de 2 termes correspondant
chacun aux boucles d’asservissement angulaire et longitudinale :

u(t) = uyp(t) + ug(t) (25)
up(t) = Ky (0(t) —wy(t)) + Ky (1) (26)
U (t) = Ky (2(t) — wa(t)) + Ki &(2) (27)

olt wy(t) et wy(t) sont les consignes de positions angulaire et longitudinale.

Du point de vue de la structure des régulateurs P-D classiques, ces deux équations
s’écrivent :

Up(t) = Kpy (e¢(t) + Tap degt(t)> (28)
ualt) = Ko (ealt) + Ter 217 ) (29)
e@(t) = wﬂo(t) - (p(t) ez(t) = wx(t) - Hf(t) (30)

On voit ainsi que les gains du régulateur d’état et les parametres des régulateurs P-D
sont reliés entre eux :

K.

Kpo=-K, Ty,= K—“” (31)
P
K.

Kpp=-K, Ty = Ff” (32)
x

Tenant compte des valeurs numériques, on a finalement :

Ky, = +4.98 [V/rad] Ty, = 0.156 [sec]
Ky = —2.24[V/m] Tyx = 0.631 [sec]

4.5 Schéma fonctionnel

Le schéma fonctionnel correspondant & la description que nous venons de voir est donné
a la figure 5.

5 Simulation et résultats expérimentaux

Un pendule inversé correspondant & la description présentée plus haut a été réalisé a
I'Institut d’Automatisation Industrielle de ’'Ecole d’Ingénieurs du Canton de Vaud. Les
essais effectués ont conduit aux résultats présentés dans la figure 6.

Les légeres différences entre les résultats théoriques et expérimentaux sont vraisembla-
blement dues & l'effet des frottements secs qui n’ont pas été pris en compte dans la
modélisation.
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W,
Pendule inversé | 0
|
} -
Ampli  [——®»{ Moteur [——»] %@?Sfr : X
| >
|
X Ry Id - |
Fia. 5: Schéma fonctionnel pour la régulation classique
Résultats théoriques (—-) et expérimentaux (-)
1 T T
= 05 .
= A\
e R —
[} ol e = _
N - _ —
05 I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25
0.2 T T T T
0 e e
N e
Z-02F - o= .
0.4 Rt .
1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25
2 T T T T

0 0.5 1 1.5 2 25
temps [sec]

Fia. 6: Résultats de simulation et expérimentaux
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7 Annexes

7.1 Equations du pendule inversé

Pour décrire le pendule inversé, il faut décomposer le corps en 2 parties (I) et (II) pour
lesquelles on écrira les équations de la dynamique d’un corps solide. Cette décomposition
est illustrée par la figure 7.

/

F(t)

u TFy F(t)

9 N\

Fic. 7: Analyse mécanique du pendule inversé

Afin d’alléger I’écriture, on utilisera les variables suivantes : m pour la masse du balancier,
M pour la masse du chariot, L = L;/2 pour la demi-longueur du balancier.

7.1.1 Equations du balancier

Comme le balancier tourne autour d’un axe qui n’est pas fixe, il faut décrire son mouve-
ment par rapport a son centre de gravité G :

mia = F, (33)
mijc = F, —mg (34)
Jp $(t) = +L cos(p) Fr + L sin(yp) Fy (35)
avec ) )
2 L
Jb = mﬁ = m?

7.1.2 Equation du chariot

Le déplacement du chariot étant limité a ’axe horizontal, on a simplement :

Mi=F(t)— F, (36)

Modélisation et Régulation d’un Pendule Inversé fmy / octobre 2003
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7.1.3 Equations de liaisons
Les coordonnées du centre de gravité du balancier sont :
xq = x — L sin(p), ya = L cos(p)

d’ou :
ig=i—Leos(e),  jo =L sin(p)

iq =& — L cos(p) + Lyp?sin(p) (37)

jic = —L @ sin(p) — Ly® cos(yp) (38)

7.1.4 Calcul des accélérations

On a ainsi un ensemble de 6 équations a 6 inconnues qui sont F, Fy, ¢, &, ja, £g. Portant
I'équation (37) dans (33), il vient :

Fy=m&—mL@ cosp+mLp*sing (39)
Portant I’équation (38) dans (34), il vient :

F,=mg—mLg¢sing —mL¢@*cosep (40)
Remplacant F; et F, dans I’équation (35), on a :
Jpp =+L cosy (mfi‘ —mLg cosgo—i—ngbzsingo)—FL sin ¢ (mg —mUL@sinp — ngbzcosgo)
Regroupant les termes similaires, il vient :

b (Jb + mL? cos? ¢ + mL?sin? cp) = +mL (% cos ¢ + gsin @)+m L2p? (sin ¢ cos p — sin ¢ cos @)

L2
® (Tng +mL2> =+mL (& cosp + g sinp)
5= 23 (5 cosipt g sing)
¢ =+ 7 ({@cosp+gsing
d’ou :
5(6) = + 2L sing(t) + —o i(t) cos p(t) (41)
= — S1N — X CO
14 or, P\ T o, 4

Enfin, portant I’équation (39) dans (36), il vient :
Mi=F(t)—mi+mL@cose —mLp?sing
(M 4+m) &= F(t)+mLp cosp —m L sin
d’ol :

F(t Ly/2
M+m M+m

(5() cosp(t) = @(1)? sin(t)) (42)

On notera que dans ce calcul, les frottements n’ont pas été pris en compte.

fmy / octobre 2003 Modélisation et Régulation d’un Pendule Inversé
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7.2 Programme de simulation et synthése du régulateur d’état

% Pendule inversé: analyse et synthése
% fmy / février 1999
echo off; clear all; close all;
format compact; format short;

% Constantes
g = 9.81;
alu = 2700.0;
acier = 7700.0;

% Parametres pour le pendule inverse :

% chariot et courroie
mch = 0.195
mcr = 0.045
frtc = 0.3

% balancier et courroie

Lb = 0.4 , rayon = 5e-3
mb = 0.095
Jb =mb * Lb~2 / 12
frtb = 0.001
mtot = mb + mch + mcr

% Poulies d’entrainement
epais = 10e-3; rl = 10e-3;
Jpl = aluxepais*pi/2*ri-4;
epais = 10e-3; 12 = 40e-3;
Jp2 = alukepais*pi/2*r2-4;
epais = 10e-3; 13 = 27e-3;
Jp3 = aluxepais*pi/2*r3-4;
Jp4 = Jp3;

% Parametres de 1’entrainement

Nred =5

Jmot = 70e-3*le-4

Kmot = 0.0525

Kamp = 1.0

Jtot = Jmot+Jpl+(Jp2+Jp3+Jp4)/Nred~2
% capteurs

Kphi = 20/60%360/2/pi;

Kx = 20/1.5;

=

Variables intermediaires

N =

TS 8 o2 s

= N =

=

X =

N =R

masse specifique [kg/m~3]
masse specifique [kg/m~3]

masse du chariot [kgl
masse de la courroie [kg]
frottement longitudinal [N / ms~-1]

balancier [m]

masse du balancier [kgl

inertie du balancier p.r. au cdg
frottement angulaire [Nm / rads-"1]
masse totale

lere poulie
Jpoulie = rhox(expi*R~2)*R~2/2
2eme poulie}

3eme poulie

4eme poulie

rapport de reduction
inertie du moteur [kg*m~2]

cte de couple [Nm / A]
gain de 1’ampli. [A / V]

capteur angulaire 20V/60deg
capteur longitudinal 20V / 1.5m

a0 = 3%g / (2*Lb); al = frtb /4/Jb; a2 = 3 /(2%Lb);
bl = frtc / mtot; b2 = mb*Lb / (2*mtot); b3 = 1 / mtot;
cl = Jtot *(Nred/r3)"2; c2 = Nred*Kamp*Kmot / r3;

% Matrice d’etat
den = 1 - a2xb2 + b3x*cl;
a21 = a0*(1+b3*c1)/den; a22 = -al*(1+b3*c1)/den; a24 = -a2*bl/den;
a4l = a0Ox*b2/den; a42 = -al*b2/den; a44 = -bl/den;
b20 = a2*b3*c2/den; b40 = b3*c2/den;

% Description du pendule inverse :

% Vecteur d’etat Xs = [phi phid x =xd]’; => Xs(4,1)

% vecteur des sorties : y = [phi x]’;

% vecteur des consignes: Xr = [1 0 1 0]’;

% Xsd = AXs + Bau avec A(4,4), B(4,1), u(1,1)

Modélisation et Régulation d’un Pendule Inversé
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% y = CXs + Du y(2,1),  C(2,4), D(2,1)
% u = - Kreg Xs + N Xr Kreg(1,4), N(1,4), ZXr(4,1)
A = [0 1 0 0
a2l a22 o0 a24
0 0 0 1
a4l ad42 0 a44] % matrice d’etat
B = [0 b20 0  b40]’ % matrice de commande
C =[1000
0010]; % matrice de sortie
D = [00];
Xr = [1010]; % vecteur de consigne

% Poles en boucle ouverte:
pk = eig (A);

% Calcul du regulateur d’etat Kreg
% tel que: J = S [Xs’QXs + u’Ruldt => minimum :

Qphi = 1; Qx =5; R =1;
Q=I[Qhi O 0 O

0O 0 0 O

0 0 Qx O

0 0 0 0];
Kreg = 1qr(A, B, Q, R)

% Regulateurs PD
Kpa = -Kreg(1); Tda = Kreg(2) / Kreg(1l);
Kpx = -Kreg(3); Tdx = Kreg(4) / Kreg(3);
RegA = Kpa * tf([Tda 1], [0.1*Tda 11);
RegX = Kpx * tf([Tdx 11, [0.1%Tdx 11);

% Modele d’etat en boucle fermee :

N = Kreg;

Af = A - B * Kreg;

Bf = B * N;

Cf = C - D * Kreg;

Df =D * N;

pkf = eig(Af) % Poles en boucle fermee

sysbf = ss (Af,Bf,Cf,Df);
% Reponse statique:
Xstat = - inv(Af) * Bf * Xr;

% Informations:

Qphi, Qx, R % parametres pour la synthese LQR

Kpa, Tda % parametres du regulateur angulaire
Kpx, Tdx % parametres du regulateur longitudinal
Ttrans = -5 ./ real(pkf)’ % duree du regime transitoire

Tper = 2xpi ./ abs(imag(pkf))’ % periodes d’oscillations

damp (sysbf) % amortissement et pulsations propres

% Calcul et tracage de la reponse temporelle
tmax = 5; dt = tmax / 250;
t = 0:dt:tmax; Xs0 = [pi/6 0 0 0];
[yf, xf] = initial (Af, Bf, Cf, Df, XsO, t);

ut = Kreg * xf’; % signal de commande

a4 = [a41 a42 0 ad4]; % vecteur pour l’acceleration xdd
xdd = a4 * xf’ + b40 * ut; % acceleration longitudinale

phi = xf(:,1); phid = x£(:,2); % extraction des variables d’état
xt = x£f(:,3); xd = xf(:,4);

figure (1);
subplot (4,1,1); plot (t, phi); ylabel(’phi(t) [rad]’); grid
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texte = [’ Qa = ’, num2str(Qphi,2)];
texte = [texte,’ Qx = ’, num2str(Qx,2),’ R = ’, num2str(R,2)];
title ([’Evolution du pendule inversé’, texte]);
axis ([0 5 -0.5 11);
text (4.3, 0.7, [’Kpa > num2str(Kpa, 3)1);
text (4.3, 0.2, [’Tda = ’ num2str(Tda, 3)]);
subplot (4,1,2); plot (t, xt ); ylabel(’x(t) [m]’); grid
axis ([0 5 -0.6 0.2]);
text (4.3,-0.1, [’Kpx > num2str (Kpx, 3)1);
text (4.3,-0.3, [’Tdx > num2str(Tdx, 3)]);
subplot (4,1,3); plot (t, xd); ylabel(’v(t) [m/sec]l’); grid
axis ([0 5 -3 2]);
subplot (4,1,4); plot (t, ut ); ylabel(’u(t) [V]’);
axis ([0 5 -2 5]);
xlabel (’temps [sec]l’); grid
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7.3 Forme canonique des équations non linéaires

Afin de pouvoir simuler le comportement du pendule dans tout son domaine de fonction-
nement, il est nécessaire d’écrire les équations différentielles non linéaires sous la forme
canonique représentée par un ensemble d’équations différentielles d’ordre 1. Celles-ci pour-

ront alors étre résolues par intégration numérique.

Nous avons vu que I’ensemble moteur-chariot-balancier est décrit par les 3 équations non

linéaires suivantes :

Lo 39 . fo . 3 .
.. fcc mbLb/2 . .9 .
t) = —— _— t t)) — t) s t F(t
() = — () ((0) cos(o(t) — R0 sin(e(t)) + - P (1)
N2Jy NK, K,
F(t)=— t t
(1) = == ) + ()
Définissant les nouvelles variables :
My = Mp + Mec Lm:%ﬂ?
ar(t) = sEsing(t)  as(t) = 53 cos (1) as(t) = L a(t)
bi(t) = %x(t) ba(t) = Ly, cos o(t) b3(t) = Lin?(t) sin o(t) by = m%
2
c = NT3J0 co(t) = 7]\”(%&” u(t)

on peut écrire les équations non linéaires sous une forme allégée :
¢(t) = ai(t) — az(t) + as(t) L(t)

E(t) = —b1(t) + ba(t) $(t) — bs(t) + ba F'(2)
F(t) = —c1 &(t) + co — b3(t)

La résolution de ces 3 équations par rapport aux 3 inconnues ¢(t), Z(t), F(t) donne :

B0 = Fs @0) =) = ax(®) - (a(D) +bs(0) + brer (1) (@r(8) = aa(8) — as(t)haca(t)
B0 = By 10+ balt) + ba(0) - (=r (1) + aa() = bico(t)
F(t) = Dl(t) (c1 - (b (8) + bs(t) + ba(t) - (=ar(t) + as(t))) + e2(t) - (1 — a(t)ba(t))

D(t) =1 —as(t)ba(t) + by 1

fmy / octobre 2003 Modélisation et Régulation d’un Pendule Inversé



	Introduction
	Équations du système
	Équations du balancier
	Linéarisation des équations
	Équations du système d'entraînement
	Équations linéaires de l'ensemble 

	Représentation d'état de l'ensemble
	Valeurs numériques des paramètres

	Régulateur d'état
	Critères d'optimisation pour le régulateur
	Gains du régulateur 
	Comportement temporel en boucle fermée
	Régulateurs Proportionnel-Dérivé
	Schéma fonctionnel

	Simulation et résultats expérimentaux
	Remerciements
	Annexes
	Équations du pendule inversé 
	Équations du balancier
	Équation du chariot
	Équations de liaisons 
	Calcul des accélérations

	Programme de simulation et synthèse du régulateur d'état
	Forme canonique des équations non linéaires


